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Resume: on calcule le spectre de I’operateur de Laplace-Dolbeault sur les formes a coefficients 
dans un fibre en droites L sur un tore complexe plat lorsque L est muni d’une metrique a courbure 
parallele. On en deduit alors la torsion analytique de Ray-Singer [RSi] de L, generalisant ainsi des 
resultats de Bost [Bo] pour les fibres amples et de Ray et Singer [RSi] pour les fibres plats. On 
donne de ces derniers une interpretation geometrique en termes de metriques de Quillen. 

Abstract: The spectrum of the Laplace-Dolbeault operator for any line bundle with parallel cur¬ 
vature on a flat complex torus is computed. The Ray-Singer analytic torsion [RSi] is then deduced, 
generalizing thus Best’s result [Bo] for ample line bundles and Ray-Singer’s ones [RSi] for flat bun¬ 
dles, of which we a geometric interpretation is given. 

Mots-cles: Theorie de Hodge, problemes spectraux, varietes abeliennes. 
Classification AMS: 58A14, 58G25, 14K99, 47A75 


0) Introduction: 

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension complexe n muni d’une forme 
hermitienne definie positive et 77 un reseau dans V, H une forme hermitienne sur V 
telle que E = lm.H prenne des valeurs entieres sur U x U et a ■. U ^ \J{1) verifiant: 


a{ui-\-U 2 ) = a{ui) a{u 2 ) exp Z7ri7(ni, ^ 2 ) 


( 1 ) 


On considere le tore complexe T = V/U et le fibre L = L{H,a) sur T donne comme 
quotient de C x H par Faction de U: 


TT 


2 ;) = (AQ;(n)exp ttH{z,u)-\ - H{u,u) 

2 


,z-l-u 


( 2 ) 


Le theoreme d’Appell-Humbert (cf. [Mm page 20]) garantit que tons les fibres en 
droites sur T sont obtenus ainsi. On munit T de la metrique parallele g et le fibre L 
de la metrique hermitienne naturelle: 


(Ai, A 2 ) ^ /i(Ai, A 2 ) = AiA2exp[-7ri7(z, z)] 


( 3 ) 


Dans les trois premiers paragraphes, on calcule successivement le spectre du 
Laplacien de Dolbeault sur les formes de type (0, k) a valeurs dans L et la torsion 
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analytique de Ray-Singer Tq{T,L) dans le cas on a nn noyan nnl; on retronve 
ainsi le resnltat de Bost [Bo proposition 4.2] ponr les fibres amples. Ensnite dans 
les paragraphes 4 et 5, le cas on a nn noyan non nnl est traite; on tronve ponr 
la torsion analytiqne des resnltats analognes a [RSi theoremes 4.1 et 5.2] qni sont 
ensnite interpretes en termes de metriqnes de Qnillen an paragraphe 6. 

1) Calcul du Laplacien: 

La connexion de Chern, la conrbnre et le ci associes a la metriqne (3) sont donnes 

par: 

= d-7iH{»,z) {V^)^ = 27riE ci{L) =-E 

On pose: 

H{zi,Z2) = g{[g~^H]zi,Z2) = g{zi, [g~^H]z2) 

et on diagonalise g~^H dans nne base {ei)i<i<n orthonormee ponr g en snpposant qne 
les valenrs propres (reelles) {gi)i<i<n de g~^H sont rangees dans I’ordre croissant. 
On appelle enfin et les projections snr et vectenrs 

e* e TrT = R.Dans la trivialisation (2), Ol reste I’operatenr d habitnel et: 

^ ^ ^habituel E 27VLg-i fj 

I 

on designe le prodnit interienr par v G ^ designe la section tantologiqne 

de C°°(V,R) et z^^d) ^ C“(R,T 0 d) 7 "j projection snr T 0 d) 7 "_ goit 
Laplacien Riemannien habitnel snr V mnni de la metriqne g, on dednit dn calcnl 
precedent le Laplacien snr les formes de type (0, k): 

□ = + dj^dL = -Ahabrtuei + + 27rtg-iR = A -f- 27Tig-iH (4) 

on V" coincide avec I’operatenr d habitnel snr V et: 

n 

ig-^H = ^ k'i e* A ^-gCO,!) 

i=l 

on {e^)i<i<n designe la base de fiuale de la base de 

(cf. [Mr formnle (2.8)] ponr nn calcnl analogne). 

2) Calcul du spectre: 

De (4), on dednit qne les valenrs propres de □ sont sommes des valenrs propres 
de I’operatenr scalaire A snr C°°(V, C)/$ et de celles de 2'Kig-iH snr 

On snppose qne les gi sont lineairement independantes snr Q (en particnlier 
ancnne ne s’annnle). La diagonalisation de est donnee par: 
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pour tous {ii, ■ • •, ik] C {1, 2, • • ■, n}. On suppose que Hp est la plus grande valeur 
propre strictement negative de g~^H. (La signature de H est done n—p). 

Theoreme 1: 


SpecA = 



GNetn7^0sii<p 


les valeurs propres ayant toutes la multiplicite commune (—l)^x(-^) (ou x{L) designe 
la caracteristique d’Euler de L). 

Ceci generalise [H theoreme 1] 

Remarque: On reconnait (a la multiplicite pres) le spectre de I’oscillateur harmo- 
nique sur R"^: 

r 1 ^Euclidle,, ^ 2^2 ^ 

^ i=l ' 

Une telle analogie est explicitee dans certains cas particuliers (cf. [H] et [Be]). 
Corollaire: on en deduit le spectre de □: 


Spec □ = <|27r ni\pi\ y' G N pour tout i j 

et la dimension de I’espace propre associe a X = 27 t formes de 

degre (0, k) est donnee par: 

dimEj = (S) 

(on le coefficient binomial est pris nul si p < 0 on p > n) 

Preuve du corollaire: D’apres la decomposition spectrale (5): 


E 


k _ 
\ — 





®E 


0 


k 

3 =^ 



(7) 


Pour tous les \' = 27r ou > 1 pour tout i < p, les Ey sont tous de 

meme dimension |x(L)|. Cette derniere condition entraine que si i < p et = 0, e* 
doit obligatoirement intervenir dans (7), alors que si i > p + 1 et = 0, e* ne pent 
pas intervenir dans (7). (6) en decoule immediatement. 

Preuve du Theoreme 1: La caracteristique d’Euler: 


x(i) = 

k =0 n. 



Vol,(T) 
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ou Volg(T) designe le volume de T pour la metrique g, ne s’annule pas d’apres 
rhypothese faite sur les gi. La formula (7) nous indique alors que toutes les formes 
harmoniques sont de degre p et que la plus petite valeur propre correspondante de 
I’operateur A est 

On utilise ensuite le fait que pour tout A > 0 le complexe: 


0 ^ - ^E^ 0 

est acyclique, en particulier: 

n 

^(-l)MimE^ = 0 (8) 

k=0 

Soit A = (avec > 1 pour i < p). On suppose qu’on a etabli le 

theoreme sur I’intervalle [0, A]. Soit A' le plus petit reel strictement superieur a A 
s’ecrivant 27rJ27=i'^i\(^i\ (c^vec rii > 1 pour i < p). Aucun reel X" g]A, A'[ ne pent 
etre valeur propre de A sinon lui correspondrait en vertu de (7) un espace propre: 






i'^p 


Mi 





avec X" + 2% J2i<p f^i > 0- Aucune valeur propre de A strictement superieure a X" ne 
pent produire cette meme valeur propre en aucun degre pour □. II en est de meme 
pour les valeurs propres inferieures ou egales a A d’apres I’hypothese de recurrence et 
rhypothese d’independance sur Q des pi. Cette valeur propre strictement positive 
aurait done un unique espace propre en degre p ce qui contredit (8). 

Enhn soit p = X' + YliKp > 0- L’hypothese de recurrence et (7) permettent 
alors de calculer dimi7^ (6) pour tout k ^ p. Ensuite du fait que pour tout q>l: 


= 0 

k=0 

on deduit de (8) la dimension de E'p. (7) et I’hypothese de recurrence imposent alors 
la condition: 

dimE^, = |x(L)| 


Remarque: Le resultat est identique si on relache I’hypothese d’independance sur 
Q des Pi, en demandant tout de meme qu’aucune d’entre elles ne s’annule. II pent y 
avoir certaines combinaisons des pi qui coincident auquel cas les espaces propres cor- 
respondants se superposent simplement. La compensation necessaire a la recurrence 
intervenant toujours en degre p, ces compensations ne peuvent se neutraliser. 
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Remarque 2: Le spectre est independant dn choix de a verifiant (1), c’est a dire 
qn’il ne change pas si on tensorise L par nn fibre plat: en effet cette operation revient 
simplement a translator le fibre L(H, a) si H est sans noyan snr V. 

Remarque 3: Le spectre de □ snr les formes de type (p,q) est le meme qne snr les 
formes de type (0,q) si ce n’est qne la mnltiplicite de tontes les valenrs propres est 
simplement mnltipliee par dim(A^T*(^’°)T) = C^. 

3) Calcul de la torsion analytique: 

On snppose tonjonrs KerH = {0}. Soit N I’operatenr qni mnltiplie par k les 
formes de degre k et le projectenr orthogonal snr le snpplementaire orthogonal 
de KerD. On rappelle qne la torsion analytiqne de Ray et Singer [RSi] est donnee 
par: 

T„(T,L) = expiCn(O) 

apres prolongement meromorphe convenable a C tont entier de la fonction 


Cd(s) = Tr[(-l)^iVn-"P^] = A-"( ^(-l)^fcdimEM 

A6SpecD\{0} ^k=0 ' 

Or on salt qne si q > 2 

= 0 (9) 

k=0 

et done en vertn de (6) et (7), senles interviennent dans le calcnl de la torsion ana¬ 
lytiqne les valenrs propres de □ de type 27rn|/Ui| avec n > 1: 



on ( designe la fonction de Riemann. On en dednit: 


C^(o) 


X{L) 


{2p - n)C'(O) - C(0) Log 


-7:X{L) Log( 


|sgn/ii 


2 — 1 


ni>p+i 27r|//i| j 


et le 

Theoreme: 


To(T,L) 



-\x{L) 
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En particulier si L est ample (i.e. p = 0), on retrouve la formule de Bost [Bo prop.4.2]: 


TBo,t{T,L) = -2Logro(r,L) = I xW 


La premiere egalite est due a des conventions differentes, x{L) ici est egal a p{L) 
dans [Bo], et le facteur (27r)® dans [Bo] correspond a la difference de convention pour 
la forme de Kahler: WRost = (27r)“^c<;g. 

Remarque: D’apres la remarque 3 on obtient pour tout p: 


Tp{T,L) = To(T,L)^" 



-\x{L)Cl 


4) Le cas ou H a un noyau non nul: 

On pose V' = KeriL C E et V" = VjV. H induit naturellement une forme 
hermitienne sur V" qu’on notera toujours H. 

Lemme: [/' = [/ fl V'est un reseau sur V. (cf.[W §VI lemmes 2 et 3]) 

Preuve: Soit U" I’image par la projection naturelle tt" : V ^ V" du reseau U. 

Pour tons Ui,U 2 G U: 

E{7r"{ui),TT"{u2)) = E{ui,U2) 

done E prend des valeurs entieres sur U". Comme E est une 2-forme antisymetrique 
sans noyau sur V" ^ U” est discret et e’est done un reseau dans V”. On en deduit 
facilement le lemme. 

Ce lemme nous enseigne que T est une fibration sur le tore T" = V"/U" de fibre 
modelee sur T' = V jU'. On deduit de (2) que la restriction de L = L(iL, a) a toutes 
les fibres de T donne le meme fibre plat P sur T' associe an cocycle a\u'- Soit V 
I’antidual de V' et U' le reseau dans V' dual de U': 

V' = Home —antilineaires (nc) 

u' = {£e V'/Im£(u) G Z pour tout u G U'} 

tons les £ eV tels que pour tout n. G 17' on ait: 

exp(27rf Im£('u)) = a{u) (10) 

se projettent sur le meme point du tore T' = V' jU' dual de T' (T' est la Jacobienne 
de T', ce point de T' est la classe d’isomorphisme du fibre plat P sur T'). On fixe 
un tel £ qu’on appelle £a et on prolonge a kV par: 

a{z) = exp(27rHm£Q,(z)) 
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Theoreme: (spectre des Sbres plats) La decomposition spectrale du Laplacien sur 
P est aiors donnee par la decomposition en serie de Fourier: 

Spec Dp = {27r^||£ + £q,|P / £ e [/'} 

-^27r2|p+^„||2 = (A*T*T') 0 C'-fia (11) 

oh 7^(^) = exp(27rilm£(z)) 

En effet, dans nne trivialisation de type (2) de P, la metriqne snr P est triviale 
et Dp est simplement le Laplacien de Dolbeanlt habitnel. 

Soit L" = L(iL, (3) nn fibre en droites snr T" associe a iL et a nn /I qnelconqne 
verifiant nne condition de type (1), et soit □ le Laplacien de Dolbeanlt snr le prodnit 
T' X T" ponr le fibre ti(P 0 Tr^L^^mnni de sa metriqne natnrelle (3), tti et Ti 2 etant 
les projections evidentes, V et V etant mnnis des metriqnes g\v' et g\v'^^ 

Theoreme 4: Les spectres de D et D coincident. 

Corollaire: La torsion anaiytique est donnee par [RSi theoreme 3.3]: 

To(T,L) = 

et done elle vaut 1 si dimT > 2 [RSi theoreme 5.2] (a cause d’une symetrie evidente 
cf. (9) et (11)), et sinon son iogarithme est au coefficient multiplicatif x(L") pres 
donne par une fonction 9 caicuiee par Ray et Singer [RSi theoreme 4.1] (cf. §6j. 

5) Preuve du theoreme 4: 

Une fois V" mnni de g\v^, la propriete a demontrer est evidente ponr tg-ip. II 
snffit done de la verifier en degre 0, done ponr les sections de L. Les metriqnes de 
type (3) snr les fibres en droites sont compatibles anx operations d’image inverse et 
de prodnit tensoriel; I’operatenr A respecte les directions orthogonales, la difficulte 
provient de ce qne le cocycle (2) ne les respecte pas. On ntilise aiors nne techniqne 
analogne a celle de [St §3]. 

Soit f & U et tt' la projection orthogonale de V snr V'. On pose ponr z eV: 

5i{z) = y z)a{'n' z) 

Cette fonction est constante dans les directions de V'^. Elle permet de definir nn 
fibre plat Pi snr T dont la restriction a tontes les fibres de T coincide avec P via 
Taction de U snr C x U: 


= {Xd£{u),z + u) 

On considere la fonction snr U": 


(3ii[u]) = a{u).5i{u) ^ 
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qui verifie une condition de type (1). (/3^(['u]) ne depend pas dn representant u G U 
choisi de [w] G U"). Le fibre L” = snr T" verifie alors: 

Ti"* L'l ® Pi 

A tonte section propre s de L" associee a nne valenr propre A dn Laplacien snr T" 
on associe la section ti"*s ® 5^ de L snr V\ qni est alors nne section propre de □ 
associee a A + 27r^||£ + £a|P- 

Reciproqnement, tonte section de L se decompose en somme de tels objets: 
en effet, soit a nne section de L, alors dans la trivialisation (2), est nne fonction 
periodiqne par rapport a U'. On la decompose en serie de Fonrier dans les directions 
de V': 

a = ^ Si5i 
ieu 

S£ est nne fonction snr V'^ dont la projection snr V” definit nne section de L", qne 
Ton pent alors decomposer selon les sections propres de L". Enfin, comme tons les 
L" sont isospectranx (cf. remarqne 2), le theoreme est demontre. 

Remarque: On est ici dans nne sitnation on la formnle dn prodnit [RSi theoreme 
3.3] s’appliqne. Un cas tres general de comparaison de torsions analytiqnes ponr les 
fibrations est effectne dans [BeBij. 

6) Une interpretation de la torsion analytique snr les fibres plats: 

On snppose ici qne R = 0 et done qne V = V et U = U'. Snr le prodnit des 
tores mntnellement dnanx T X T, le fibre en droites de Poincare Pt est le qnotient 
de C X U © U par Paction de U x U: 


(f>ui,U2{\P,h) = (^Xexp7r[z2iui) + U2{zi) + U2{ui)),Zi + Ui,Z2 +U2^ 


(cf. [Mm page 86]). R est nniqnement caracterise a isomorphisme pres par: 


(i) Rt|tx{^} est plat et appartient a la classe d’isomorphisme definie par £. 


(ii) 


Pt \ yr est trivial snr T. 

^ '{0}xT 


On considere la projection triviale fr : T x T —T. Les torsions analytiqnes de 
tons les fibres plats Pt\tx{1} sur T interviennent dans Pexpression de la metriqne de 
Qnillen snr le fibre A = det~^(R*7r*PT) snr T: A^ = ®i{detH^{T, Pt\tx{£}))^~^^ ^ 
est mnni en tont point £ E T d’nne norme dite "norme L^" provenant dn prodnit 
scalaire snr A*T*(°d)T © Pt\t x{^}) restreint anx formes harmoniqnes. La 

norme de Qnillen snr A^ est alors donnee par: 


IIq 


uillen 


TO(T,PT|Txm)-l 



Pour tout £ 7 ^ 0 G T, le fibre plat -Prlrxtt} ^st non trivial, done sa cohomologie 
est nulle en tons degres. II s’ensuit que le faisceau a son support reduit a 

{0} C T. En particulier, A est trivialise sur T\{0}, il y admet une section holomorphe 
a partout non nulle de norme constante egale a 1 . 

Si dimT > 2, on deduit du theoreme de Hartogs que A est le fibre trivial sur 
T et cr une section triviale. Une application simple du theoreme de courbure de 
Bismut, Gillet et Soule [BiGSo theoreme 0.1] montre que la courbure de la metrique 
de Quillen sur A est nulle. Gette metrique est done triviale. La norme best aussi, 
done la torsion analytique est constante (independante de £ G T). [RSi theoreme 5.2] 
nous enseigne que cette constante est 1 . 

Si dimT = 1, la meme application du theoreme de courbure [BiGSo] nous montre 
que le ci de la metrique de Quillen sur A est egal a la forme volume parallele sur T de 
volume total 1. A est done le fibre en droites sur T associe au diviseur effectif [0], et 
a prolongee par a(0) =0 est une section globale de A: si T = C/P ou P est le reseau 
engendre par 1 et r avec Imr > 0, alors T = C/P ou P = p^P; la trivialisation (2) 
de A et la section a sont donnees par: 

H^zuh) = hhluvT = (- 1 )"^"+"^+’^ a{z) = 

ou 7 est une constante et: 

^ OO 

z^^{u-vt) ? 7 (r) - JJ (^1 - 

k=i 

^ _ g 27 i-i(|fc|T+ 5 (Imr)sgn(fc+i)) j 

kez 


Le Cl etant parallele, la metrique de Quillen sur A est multiple de celle donnee par la 
formule (3). Gomme \z\l‘^ vaut 1, on a pour tout £ 7 ^ 0: 


u 


(^)llQuillen = 7o(T, Tt|tx{z}) = 'f 0r{z) 6 2 


IzblmT 


on retrouve a une constante pres la formule [RSi theoreme 4.1]: 


To(T, Pt\tx{z}), = 


(^) TTi(luiz)^T 

?7(t) 


Gelle-ci nous indique alors que: 
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